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2, чем на 1 (рис.1). Зависимость от толщины 
проявляется при толщине слоя менее 200 нм для 
длины волны рубинового лазера, для Nd:YAG ла-
зера эта толщина менее 400 нм. 
 
Рисунок 1 – Отражательная способность  
гетероструктуры Ge/SiO2/Si в зависимости  
от толщины плёнки Ge для указанных длин волн  
при нормальном падении излучения 
При нормальном падении излучения отража-
тельная способность не зависит от типа поляриза-
ции и R=Rs=Rp, при падении излучения под неко-
торым углом значения Rs выше, чем значения Rp 
(рис. 2). Увеличение угла падения приводит к 
уменьшению амплитуды изменения значений от-
ражательной способности с уменьшением тол-
щины слоя Ge. 
Из результатов расчёта следует, что при варь-
ировании толщины SiO2 слоя при фиксированной 
толщине Ge (270 нм) отражательная способность 
системы практически не меняется. 
Таким образом, в настоящей работе проведено 
моделирование отражательной способности си-
стемы Ge/SiO2/Si на длинах волн оптического 
диапазона 694 и 532 нм. Исследована зависимость 
отражательной способности от толщин слоёв при 
различных поляризациях излучения и  углах паде-
ния. В частности, из результатов моделирования 
установлено, что изменения  R с уменьшением 
толщины Ge слоя более выражены для волны с 
длиной 532 нм, чем на длине волны 694 нм, что, 
по всей видимости, связано с более низким пока-
зателем поглощения k на 1. Варьирование тол-
щины прозрачного слоя SiO2 (k=0) не влияет на 
отражательную способность системы. 
 
Рисунок 2 – Отражательная способность  
гетероструктуры Ge/SiO2/Si на длине волны  
0.694 нм в зависимости от толщины слоя Ge  
при указанных поляризациях и углах  
падения 
Проведенные исследования указывают, что 
при выборе режимов лазерной обработки систем 
Ge/SiO2/Si необходимо учитывать зависимости 
отражательной способности от толщины  герма-
ниевого слоя.  
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В данной работе строится набор функций, об-
ладающих определенными свойствами, позволя-
ющими применять условие Липшица соответ-
ствующего порядка.  
Говорят, что функция Rbaf ],[:  удовле-
творяет условию Липшица порядка α, если су-
ществует такое положительное число c, что 
выполняется следующее условие [1]: 
],[,,)()( 212121 baxxxxcxfxf 

. 
Если функция f непрерывна на отрезке [a,b] и 
дифференцируема на интервале (a, b), то 
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существует число из этого интервала ),( bac  
такое, что выполняется соотношение: 
))(()()( abcfafbf  . 
Построим решение класса задач, основанных 
на применении условия Липшица.  
Рассмотрим особенности применения условия 
Липшица на примере решения некоторых задач. 
Задача 1.  Пусть функция f (x) удовлетворяет 
условию Липшица порядка α > 0, т.е. выполняется 
условие 

 xxKxfxf )()( . 
Показать, что при выполнении условия α >1 
функция f(x) будет постоянной. 
Решение задачи 1: Пусть функция f (x) удовле-
творяет условию Липшица на некотором отрезке 
],[ BA .  
Рассмотрим первый случай, когда концы от-
резка удовлетворяют следующим условиям: 
 BA . 
Выберем произвольный частичный интервал 
],[],[ BAba  . 
Тогда f (x) удовлетворяет условию Липшица 
при α >1 на [a,b], т.е. для любых ],[, baxx  :   

 xxKxfxf )()( . 
Пусть число отрезков разбиения равно Nn . 
Разобьём отрезок [a,b] на конечное число равных 
интервалов с концами в точках: 
,...,,...,,, 10 bx
n
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где длина всего отрезка abh  . 
Докажем, что )()( bfaf  , т.е. постоянство 
функции f (x): 
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если перейдём к пределу при n , получим, 
что правая часть стремиться к нулю (при 1 ). 
А значит выполняется: 
)()(:],[, bfafBAba  , 
а из этого следует, что функция constxf )( .  
Рассмотрим второй случай: более общий слу-
чай, когда B  (или A ). Для определенно-
сти пусть отрезок имеет вид ),[ a . На нем также 
будет выполняться выше доказанное, т. к. этот от-
резок можно представить в виде объединения от-
резков следующим образом: 




1
],[),[
k
kk baa . 
Зафиксируем на произвольном отрезке 
],[],[ 11 baba   точку с. На отрезке ],[ ca  функция 
является постоянной 1)( cxf  , где c1 = const, вы-
полняется первый случай, который рассмотрен 
выше, на отрезке ],[ bc  функция также является 
постоянной 2)( cxf  , где c2 = const, а по опреде-
лению функции, как взаимно однозначного соот-
ветствия, в каждой точке принимает одно значе-
ние, значит в точке с константы совпадают. Если 
утверждение выполняется для ],[ a  и ],[ b , 
значит выполняется и для всей числовой оси, т.к. 
для нее можно обобщить результаты, полученные 
для второго случая. 
Задача 2. Построить пример функции ограни-
ченной вариации, которая не удовлетворяет усло-
вию Липшица. 
Решение задачи 2: Рассмотрим следующую 
функцию: 
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Функция является возрастающей на области 
определения, а значит монотонной, следова-
тельно, функцией ограниченной вариации.  
Докажем, что функция не удовлетворяет усло-
вию Липшица ни при каком значении 0 .  
Пусть )1,0( . Покажем, что для любого 
0A  существуют такие числа ]
2
1
,0[, 21 xx , для 
которых выполняется условие:  

 1212 )()( xxAxfxf . 
Рассмотрим 01 x . 
Найдем предел, используя правило Лопиталя: 
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Это означает, что для любого положительного 
числа А можно подобрать такое 2x , что выполня-
ется неравенство: 
A
x
fxf



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2
2 , 
откуда следует, что выполняется условие: 

 0)0()( 22 xAfxf . 
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Из этого следует, что функция не удовлетво-
ряет условию Липшица ни при каком значении 
0 . 
Задача 3. Верно ли, что если дифференцируе-
мая функция, заданная на компакте, и производ-
ная которой ограничена, удовлетворяет условию 
Липшица порядка 1, то и модуль функции также 
удовлетворяет условию Липшица порядка 1. 
Решение задачи 3: Поскольку функция диффе-
ренцируема, и производная ее ограничена, то вы-
полняется: 
121221 )(sup)()()( xxxfxxcfxfxf  . 
Рассмотрим первый случай, когда функции
)(),( 21 xfxf  одного знака. Тогда выполняется 
следующее неравенство: 
 )()( 21 xfxf 1212)( xxKxxcf  .  
Следовательно, условие Липшица выполня-
ется. 
Рассмотрим второй случай, когда )(),( 21 xfxf  
разных знаков, тогда можно взять из интервала 
),( 21 xx  такую точку 3x , что значение функции 
будет равно нулю. Тогда справедливы следующие 
неравенства: 
 )2()1( xfxf  
 )()()()()( 3131 cfxfxfxfxf  
123231 )(sup)( xxxfxxxx  . 
Задача 4. Существует ли функция, для кото-
рой производная неограниченна хотя бы в одной 
точке, но она удовлетворяет условию Липшица 
порядка 1 . 
Решение задачи 4: Рассмотрим функцию f (x), 
график которой представлен на рисунке 1. 
Такая функция в точках ...,
3
1
2
1
1,
2
1
1,1   при-
нимает значение 0. А в серединах образованных 
интервалов принимает значение Nn
n
,
1 . 
Производная данной функции в точках 
...,
4
5
,
2
1
 неограниченна, но условия Липшица вы-
полняются.  Достаточно доказать это на отрезке 
]
2
1
,0[ . На этом отрезке можем задать функцию 
аналитически так: xxf 2)(  . А для этой функции 
условие Липшица порядка 1 выполняется. 
Кроме того, данная функция имеет бесконеч-
ную вариацию: 
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Рисунок 1 – График функции f(x) 
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Вопросу использования функции ограничен-
ной вариации посвящено множество отечествен-
ных и зарубежных статей, монографий и учебно-
методических пособий. В монографии [1] описы-
ваются основы теории метрических пространств, 
теория интегрирования дифференциальных форм 
на поверхностях, теория интеграла и особенности 
применения функции ограниченной вариации. 
Описана  связь между множеством таких функций 
и монотонными функциями. В работе приведены 
основные принципы интегрирования для них, 
сформулированы теоремы о среднем значении с 
использованием понятия функции ограниченной 
вариации.  В работе [2] в разделе функциональ-
ного анализа выделяется отдельный подраздел, 
посвященный интегралу Стилтьеса, применению 
функции скачков, функции ограниченной вариа 
ции и интегрирующей функции ограниченной ва-
риации для решения теоретических и прикладных 
задач. В [2] строго и системно изложена теория, 
связанная с введением понятия функции ограни-
ченной вариации, приведены подробные поясне-
ния и многочисленные примеры. Рассматривается 
взаимосвязь ограниченных функций и рассматри-
ваемым классом функций. Формулируются свой-
ства непрерывных функций, интегрируемых по 
